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Résumé

L’évaluation d’une stratégie d’investissements en maintenance préventive nécessite la quantification d’indicateurs économiques
permettant de décrire le gain espéré ainsi que les risques économiques associés. Les simulations de Monte-Carlo sont souvent
utilisées dans ce cadre. Cependant, elles nécessitent un temps de calcul important pour obtenir des résultats suffisamment
précis. Lorsque l'objectif n’est plus simplement d’évaluer une stratégie candidate mais de déterminer la stratégie optimale, les
simulations de Monte-Carlo ne sont plus adaptées. En effet, couplée & un algorithme d’optimisation, cette méthode nécessiterait
des calculs trop longs. Nous présentons dans cet article des méthodes alternatives permettant d’obtenir des résultats précis plus
rapidement : les méthodes de quasi Monte-Carlo.

Summary

In preventive maintenance, the assessment of investments plan needs to measure economics indicators in order to describe the
expected gain as well as the associated economics risks. Monte-Carlo simulations are often used in this context. However, they
require a large computational time to obtain accurate results. When the goal is not only to assess an applicant strategy but
to determine the optimal one, Monte-Carlo simulations are not appropriate. Indeed, the Monte-Carlo method would require a
too long computational time within an optimization algorithm. We present in this paper an alternative method which provides
accurate results more quickly than the MC method: quasi Monte-Carlo methods.

Introduction

La maintenance des actifs industriels n’est plus considérée comme un centre de coiits mais comme un levier pour créer de la
valeur ajoutée, en réduisant par exemple les durées d’indisponibilité. Pour cela, il est nécessaire de construire des stratégies
d’investissements de plus en plus complexes qui prennent en compte I’état vieillissant du matériel afin d’anticiper les défaillances.
Dans notre contexte, une stratégie d’investissements définit les dates de maintenance préventive et de commandes de pieces de
rechange d’'un parc de composants. Les piéces de rechange alimentent un stock commun a tous les composants du parc.
Pour déterminer si une stratégie d’investissements candidate est économiquement intéressante, il est nécessaire de quantifier des
indicateurs économiques traduisant le gain espéré par rapport a la stratégie sans investissement. La stratégie sans investissement
est alors considérée comme la stratégie de référence. Les indicateurs utilisés dans notre article sont issus de la Valeur Actuelle
Nette (VAN). La VAN représente la différence entre les flux financiers associés a la stratégie de référence et ceux associés a la
nouvelle stratégie & évaluer (par exemple : remplacement des composants a une date donnée 7, qui peut étre aléatoire ou fixée).
Les gains générés par la nouvelle stratégie peuvent étre des gains effectifs (augmentation de la production) ou des pertes évitées
(réduction de I'indisponibilité). Une VAN positive traduit que les investissements permettent de réduire les cotits d’exploitation
et de maintenance alors qu'une VAN négative signifie que le colit des investissements est trop élevé et que I’économie réalisée
n’est pas suffisante pour le couvrir. La VAN est une variable aléatoire car elle dépend des dates de défaillances des composants,
qui sont elles méme des variables aléatoires. Ainsi pour chaque stratégie, il est possible d’avoir des situations induisant des
valeurs de VAN positives et d’autres induisant des valeurs de VAN négatives. L’espérance de la VAN est un premier indicateur
permettant de comparer deux stratégies mais il n’est pas suffisant pour mesurer le risque économique. La probabilité que la VAN
soit négative est le deuxieme indicateur auquel nous nous intéressons car il traduit la probabilité de regretter 'investissement
effectué. Sur la ﬁgurem nous avons représenté les densités de probabilité de deux VAN correspondant a des stratégies différentes
(VAN 1 et VAN 2). Comme cela peut étre observé sur cette figure, la VAN moyenne de la stratégie 2 est supérieure a celle de
la stratégie 1. En revanche, la probabilité que la VAN soit négative est plus élevée pour la stratégie 2. Ainsi, selon I’aversion au
risque du décideur, la stratégie 2 n’est pas forcément la plus intéressante. Notre but final est alors d’optimiser notre stratégie
d’investissements par rapport a la VAN moyenne, sous une contrainte portant sur la probabilité de regret (du type, la probabilité
de regret est inférieure & un seuil qui est fixé).

La quantification de la loi de la VAN nécessite une modélisation fine de 1’évolution stochastique du parc de composants et plus
précisément des colits aléatoires associés au parc soumis aux deux politiques & comparer. De par ’historique commun aux deux
stratégies avant le premier investissement, les cotlits associés sont dépendants. Evaluer la loi de la VAN revient donc a évaluer la
distribution de la différence de deux variables aléatoires dépendantes. L’évolution d’un parc de composants peut étre modélisée a
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Figure 1. Comparaison de deux densités de probabilité de la VAN

laide de processus de Markov déterministes par morceaux (PDMP : Piecewise Deterministic Markov Process, Davis, 1984). Les
PDMP sont des processus utilisés en fiabilité dynamique pour modéliser des composants en interaction avec leur environnement.
Dans notre cas, I’environnement correspond aux ages ou aux dates des prochaines pannes des composants, ou aussi aux dates de
réapprovisionnement des piéces de rechange. Pour quantifier la loi d’'un PDMP et les quantités associées, il est possible d’utiliser
des schémas de volumes finis comme dans (Lonchampt, 2005 ; Eymard et al., 2008 ; Lair et al., 2011). Ces méthodes nécessitent
cependant une grande place mémoire, ainsi qu’un effort conséquent de programmation dés que le nombre de composants dépasse
3 ou 4. Les cas industriels visés comportant beaucoup plus de composants (au moins 10), ces méthodes ne semblent donc pas
adaptées a notre problématique.

Plus classiquement, on peut aussi utiliser des simulations de Monte-Carlo pour évaluer les quantités d’intérét. Ces simulations
sont basées sur la structure d’'un PDMP (Davis, 1984) : un PDMP est un processus de saut et les états successifs visités par
le PDMP forment une chaine de Markov. De plus, un PDMP évolue de maniére déterministe entre deux sauts, de sorte que la
connaissance des états visités par la chaine de Markov permet de reconstruire tout le processus. Pour simuler ’évolution d’un
PDMP, il suffit donc de simuler la chaine de Markov associée. Les simulations de Monte-Carlo nécessitent cependant de longs
temps de calcul, ce qui peut étre rédhibitoire lorsqu’il s’agit de les coupler & un algorithme d’optimisation. Dans cet article,
nous nous intéressons a deux alternatives basées sur la méthode de quasi Monte-Carlo, qui consiste a remplacer les variables
aléatoires de loi uniforme utilisées dans les simulations de Monte-Carlo par des suites déterministes ayant de bonnes propriétés.

Nous commencons d’abord par présenter le modéle décrivant un parc de composants vieillissants soumis & des maintenances
correctives et préventives. Ensuite, nous faisons une présentation des différentes méthodes et nous terminons par des résultats
numériques obtenus sur des exemples méthodologiques qui nous ont permis d’illustrer les méthodes quasi Monte-Carlo et leurs
performances.

Modélisation et caractérisation de la VAN

1 Modélisation d’un parc de composants

Comme nous ’avons défini précédemment, la VAN correspond a la différence de cotits entre deux stratégies. Nous commengons
par présenter le modele permettant d’évaluer le colit d’une stratégie d’investissements.

Dans notre cadre, I’évaluation du cotit d’une stratégie d’investissements s’effectue sur un parc de composants identiques soumis
a des remplacements correctifs et préventifs, avec un méme stock de pieces de rechange. Le parc de composants est défini par
les variables suivantes :

I; : I’état des composants a la date t,

Xt : les dates de futures pannes des composants & I'instant ¢,

St : le stock de piéces de rechange a ’'instant ¢,

Dy : les futures dates d’arrivée de pieces de rechange a l'instant ¢,
C} : le colit total actualisé a la date ¢.

Le processus (Zt);sq = (It, Xt,St, Dt,Ct,t),~ ainsi constitué, o1 ¢ représente le temps, est un PDMP & valeurs dans E x R %
Fx ]RT_Q. Les ensembles E et F' sont finis ou dénombrables. E représente les différentes combinaisons d’états des composants
du parc, m est le nombre de composants du parc et p le nombre de commandes de pieces de rechange en cours. La chaine
de Markov associée est caractérisée par (Zn),,~q = (I1,, X1, ,57,, D1, ,C1, s Tn) p>g O (Tn),>¢ est la suite des instants de
sauts du processus (Z¢),s,. Les sauts peuvent étre induits par les défaillances des ‘composants ou par Parrivée d’une pidce de
rechange. Nous allons maintenant présenter une analyse de la loi de la VAN.
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Figure 2. Comparaison de deux stratégies

2 Caractérisation de la Valeur Actuelle Nette

Nous souhaitons évaluer la distribution de la VAN sur un horizon de temps fixé d’exploitation d’un parc de composants iden-
tiques. Comme dit dans l'introduction, la VAN est définie comme la différence entre les cotits actualisés induits par une stratégie
de référence et une stratégie a évaluer. La VAN est donc une fonction de deux PDMP dépendants & travers un historique com-
mun jusqu’a 7. L’évolution de ces stratégies dans le temps est représentée dans la figure Sur cette figure, le parameétre 7
représente le premier instant ou les cotits des deux stratégies divergent. Par exemple, 7 est la date de remplacement préventif
d’un composant du parc dans la stratégie a évaluer (stratégie 2). Avant l'instant 7, les différents événements se produisent
au méme moment dans les deux stratégies et par conséquent, la VAN est nulle. Apreés 'instant 7, nous émettons I’hypothése
suivante : sachant I’état des composants du parc et ’état du stock & I'instant 7, I’évolution des deux stratégies dans le temps est
indépendante. Cette hypothese se justifie en supposant que lorsque ’on effectue un investissement, par exemple le remplacement
préventif d’un composant, le cours des événements futurs change. En effet, la piéce de rechange utilisée pour ce remplacement
ne sera pas utilisée pour un autre composant. Les conditions d’exploitation étant différentes d’un site de production a 'autre,
les instants des futures défaillances peuvent donc étre supposés indépendants. Ainsi, évaluer la VAN sur un horizon de temps
fixé revient a évaluer les cotlits des deux stratégies a partir de 'instant 7.

Si on note Ct(i) le colit cumulé actualisé sur [0,t] associé & la stratégie S;, pour ¢ =1,2. On cherche & déterminer la loi de

VAN (t)=cM —c®

ou t est fixé.
On suppose 7 déterministe et on a pour t < 7 :
VAN (t)=0

Ainsi dans toute la suite, t > 7.

Soit Iy an () la fonction de répartition de la VAN & I'horizon ¢. La loi de VAN (t) peut étre évaluée par 'estimation de la
fonction de répartition en tout point, il s’agit alors d’évaluer pour ¢t > 7 :

Fyan(y (w) =P[VAN (t) <]

ou t est fixé et u > 0.
On a :

Fyan@e) (u) =P Ct(l) - Ct(2) < u}

—E|Tu ((Zél),ZS)) )]
L 0<5<t, 0<w<t—71

5w, (Zﬁl)yzl(gz)) {1}
I 0<n<N{Y o<k N

ou I'y, et ¥, sont des fonctions inconnues, (Z§1)> est le processus (Zt)t>0 défini ci-dessus associé a la stratégie 1 et
s> -

(Z§2)> celui de la stratégie 2. (Z,(Tl)) sont les chaines de Markov associées a chaque
s>0

et Z,(CQ)
0<n<N® 0<k<N?
SRS, SREN

processus et Nt(i) le nombre de sauts de la chaine sur une durée t dans la stratégie <. Comme nous pouvons ’observer sur la
figure m la stratégie 2 ne differe de la stratégie 1 qu’a partir de I'instant 7. Elle sera alors évaluée sur la durée t — 7.
Nous présentons différentes méthodes qui permettent de simuler la chaine de Markov associée a chaque stratégie.

Méthodes de simulation

3 La méthode de Monte-Carlo

La méthode de Monte-Carlo est une méthode largement utilisée dans divers domaines pour résoudre des équations et évaluer
des intégrales lorsqu’il n’est pas possible de le faire analytiquement. Dans notre cadre, le principe est de simuler de maniére



indépendante un grand nombre d’histoires du parc de composants.

L’estimation de la loi de la Valeur Actuelle Nette sur un horizon de temps ¢ fixé par la méthode MC revient a estimer l'intégrale
d’une fonction. Comme présenté dans ’équation cette fonction dépend des chaines de Markov qui décrivent 1’évolution les

deux stratégies jusqu’a I’horizon t. Pour chaque stratégie ¢ € {1,2}, la chaine de Markov (fo)) est définie par :
n>0

250~ 1 (V) v~ (fo,am)

| , | / {2}
79— ¢, (foll,Ur(f)) n>1etUY ~U([0,1])

ol Z(()Z) ~f (V(i)) signifie que la loi initiale de la chaine de Markov (Z,(f)) dépend de m( variables aléatoires uniformes
n>0

sur [0,1]. B

Pour simuler I’évolution d’une stratégie jusqu’a ’horizon de temps par la chaine de Markov, nous commencgons par évaluer son

état initial. Ensuite une transition est simulée a ’aide de 1’état précédent de la chaine de Markov et d’une variable aléatoire

uniforme de dimension 1. La fonction de répartition de la VAN (¢) peut alors s’écrire comme l'intégrale d’une fonction qui

dépend de plusieurs variables aléatoires uniformes. Le nombre de variables est égal au nombre d’événements qui se sont produits

dans les deux stratégies jusqu’a I’horizon de temps t. Ces événements peuvent caractériser les défaillances des composants, son

nombre est alors lié & la loi de durée de vie des composants et est donc une variable aléatoire.

On déduit des équations et que la fonction de répartition de la VAN peut s’écrire :

1 1 1 2 2 2
\I’¢>_,u (f(v(l))le( ),U2( )7~~~7U1(V()1)7f(v(2))7U1( )’UQ( ) U( ()2) >:|
t

~E I:\Ilf’d)- u (W)]

Fyane (u) =E

avec N, () ]a variable aléatoire représentant le nombre de sauts de la chaine de Markov (Z <Z)) sur la durée ¢ pour la stratégie
n>0

1 2
et WU ([0,1}””7”( ) +m! ’) On prend M tel que IP( NOY4+ NP > M) < & avec ¢ trés petit.

La loi de la VAN (t) peut étre estimée de la fagon suivante :

Fyane) (u) = Z‘I’f b u (Wi) {3}

(1) 2)
ot {w1,...,wn} sont des réalisations d’une loi uniforme sur [0,1]M ™ +m

La fonctlon V¢ 4 . €tant inconnue, nous allons simuler 1'évolution des Chames de Markov définies en - associées a chaque
stratégie de maniére séquentielle grace aux fonctions ¢n, n > 1 jusqu’a t.

L’inconvénient principal de la méthode MC est le caractére aléatoire des estimations qu’elle fournit, avec une vitesse de conver-
gence en ﬁ Pour obtenir des résultats de plus en plus précis, il est nécessaire d’augmenter le nombre de simulations, ce qui
induit une augmentation du temps de calcul. Une estimation stable et précise par la méthode MC est donc obtenue au prix d’un
temps de calcul élevé. Dans une optique d’optimisation de stratégies d’investissements, cela pose un probléme car, couplée a
un algorithme d’optimisation testant de nombreuses stratégies candidates, les temps de calcul peuvent devenir prohibitifs. Les
méthodes de quasi Monte-Carlo sont connues pour leur amélioration de la précision des estimations par rapport a la méthode
MC. Cela peut donc théoriquement permettre d’obtenir des résultats plus précis avec moins de calculs.

4 La méthode de quasi Monte-Carlo

La méthode de quasi Monte-Carlo (QMC) est une méthode développée pour améliorer ’estimation fournie par la méthode MC.
Elle consiste a remplacer un échantillon de points obtenu par une fonction pseudo-aléatoire sur [0, l}d par des points répartis plus
uniformément sur [0, 1}‘1. Le critére d’uniformité des points sur le pavé unitaire [0, l]d fait appel a la notion de la discrépance.

4.1 La notion de la discrépance

Niederreiter H. (Niederreiter, 1992) définit la discrépance comme étant une mesure de I’écart par rapport a une distribution
uniforme. Ainsi, plus I’écart est faible ou plus la discrépance est faible, plus les points sont uniformément distribués sur [0, 1]d,
La discrépance est donc un indicateur permettant de mesurer la bonne répartition des points dans ’espace [0, 1}‘1. De nombreuses
suites ayant des bonnes propriétés d’uniformité ont été construites : ces suites sont appelées Suites & Faible Discrépance (SFD).
Elles peuvent étre réparties en deux groupes : les lattice rules et les digital nets (Lemieux, 2009). Les lattice rules sont des
points obtenus par des combinaisons linéaires & coefficients d’entiers se trouvant dans l’espace [0, l]d et les digital nets sont des
suites construites & l'aide de la décomposition d’entiers naturels en une certaine base b.

Dans les digital nets, on peut citer :

e la suite de Van Der Corput en dimension 1,
e la suite de Halton en dimension d > 1, qui est une généralisation de la suite de Van Der Corput,
e la suite de Faure en dimension d > 1,



e la suite de Sobol en dimension d > 1.

Dans notre étude, nous utilisons la suite de Sobol.

Loi uniforme, 64 points, volume=1/64 Suite de Sobol, 64 points, volume=1/64
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Figure 3. Représentation de 64 points de la loi uniforme obtenue par tirage pseudo-aléatoire en dimension 2 (gauche) et de
la suite de Sobol de dimension 2 (droite)

La ﬁgurecompare un échantillon de taille 64 d’une loi uniforme obtenue par tirage pseudo-aléatoire sur [0, 1]2 et les 64 premiers
points de la suite de Sobol de dimension 2. Cette figure illustre bien la bonne répartition des points de la suite de Sobol par
rapport & la loi uniforme car on observe plusieurs zones qui ne sont pas explorées par 1’échantillon aléatoire.

4.2 Estimation de la VAN (¢) par la méthode QMC

L’estimation de la fonction de répartition de la VAN a ’horizon ¢ par la méthode QMC se fait en remplacant dansl’échantillon

{w1,...,wn} de la loi uniforme sur [0, 1]M+m(1)+m(2) par une SFD de dimension M +m® +m(2), ot M dépend du nombre
de sauts de la chaine dans les deux stratégies. Chaque élément de la SFD sera utilisé pour simuler une histoire de vie du parc.
Contrairement aux variables uniformes utilisées pour les simulations de Monte-Carlo qui peuvent étre tirées les unes apres les
autres, chaque élément de la SFD doit étre construit avant la simulation de la chaine. La dimension dépendant du nombre de
sauts de la chaine qui est inconnu car aléatoire, il est donc nécessaire de fixer a ’avance le nombre de sauts maximum dans

les deux stratégies, c’est-a-dire les valeurs maximales des variables aléatoires Nt(l) et Nt(i),r. Nous choisissons n{?) € N* tel que

P (n("“'> >m() 4+ Nt@)) >1—epoure>0eti€{1,2}, et nous construisons une SFD de dimension W 412 = M4+m® 4m2),

La fonction ¥y 4 , de étant inconnue, nous allons simuler de maniére séquentielle comme dans la méthode MC 1’évolution
de la chaine de Markov de chaque stratégie en remplagant les éléments de la loi uniforme par les composantes de la SFD.

Soit S une suite & faible discrépance de dimension n(* +n(®. On pose : u,(cl) = Sk (1 : n(l)), les n(!) premicres composantes
du ké™e élément de la SFD S et ugf) =Sk (n(l) +1: n(z)), les n(2) derniéres composantes du k€ élément. Les éléments de la

suite u) seront alors utilisés pour simuler une histoire de la chaine de Markov de la stratégie . Les événements se produisant
dans la stratégie 2 avant I'instant 7 sont les mémes que ceux de la stratégie 1, ainsi la stratégie 2 est simulée & partir de I'instant
7. L’initialisation de la chaine de Markov de la stratégie i se fera donc a l'aide des m(?) premiéres composantes de la suite u,(;>.
Pour les transitions, on utilisera la composante suivante & chaque fois que I’on aura besoin d’une variable aléatoire uniforme et
ainsi de suite jusqu’a l'atteinte de ’horizon.

Un des inconvénients de la méthode QMC est qu’elle perd de son efficacité lorsque la dimension de la SFD augmente. Dans
notre cas, la dimension de la SFD dépend du nombre de sauts de la chaine de Markov qui représente le nombre d’événements
qui se sont produits dans les deux stratégies. Lorsqu’il s’agit d’évaluer une stratégie d’investissements sur un parc important de
composants, le nombre de sauts de la chaine de Markov peut devenir grand. On se retrouve alors face & des problemes de place
mémoire. Pour pallier ce probléme, une méthode adaptée & la simulation de chaines de Markov a été développée. Il s’agit de la
méthode Array Quasi Monte-Carlo (AQMC).

4.3 La méthode Array Quasi Monte-Carlo

Le principe de la méthode AQMC est de simuler plusieurs chaines de Markov en paralléle & I’aide d’éléments d’une SFD et de
mélanger les trajectoires de ces chaines. Elle a été introduite par Lécot et Coulibaly (Lécot et al., 1998) pour simuler I’évolution
de particules de gaz dans la résolution des équations de Boltzmann. Lors de la simulation, Lécot et Coulibaly rajoutent une
étape de tri de particules & chaque pas de temps. Les éléments de la SFD sont utilisés pour évaluer la distribution des particules
sur un pas de temps. Plus tard, Lécot et Tuffin (Lécot et al., 2002) et El Haddad, Lécot et L’Ecuyer (El Haddad et al., 2006)
ont appliqué la méthode dans le cadre de la simulation de chaines de Markov plus générales. L’étape importante de la méthode
est l'introduction d’une dépendance entre les différentes trajectoires, de telle sorte que la distribution empirique de la chaine
de Markov simulée s’améliore & chaque saut. Cette dépendance est introduite par une fonction de tri croissant des trajectoires



a chaque étape de la chaine de Markov. L’idée de ce tri est de mélanger les trajectoires afin que ’espace de la chaine soit
mieux visité. Contrairement a la méthode QMC ou un élément de la SFD permet de simuler une trajectoire de la chaine de
Markov, dans la méthode AQMC, un élément de la SFD permet de simuler un saut d’une trajectoire de la chaine de Markov.
Ainsi la dimension de la SFD n’est plus liée au nombre de sauts de la chaine de Markov mais est égale au nombre de variables
aléatoires uniformes sur [0, 1] nécessaires pour simuler un saut de la chaine de Markov. Cette caractéristique permet de réduire
considérablement la dimension de la SFD lorsque le nombre de sauts de la chaine de Markov est grand.

Pour évaluer par la méthode AQMC la distribution de la VAN sur ’horizon de temps fixé, nous simulons 1’évolution de N chaines
de Markov pour chaque stratégie, définies en en parallele. L’idée est de simuler le ler saut des N chaines, de trier les chaines,
de simuler le 2éme saut, de trier les chaines... Les différents colits associés a une stratégie étant évalués aux instants de sauts,
les chaines seront triées par ordre croissant sur les instants de sauts. De plus, la dépendance entre les colts, de par ’historique
commun aux deux stratégies, ne nous permet pas de les trier indépendamment. Nous présentons l'algorithme permettant
d’évaluer la VAN par la méthode AQMC. Tout d’abord, nous pouvons remarquer dans que le nombre de variables aléatoires
uniformes sur [0, 1] nécessaire pour initialiser les chalnes et pour simuler leurs transitions sont différents. Nous considérons alors
deux SFD Py et P; de dimension respective m(1) +m(2) et 1. Ainsi, les éléments de Py seront utilisés pour initialiser les chaines
et ceux de P; pour les transitions. On a les notations suivantes :

e N le nombre de chaines en paralléle,
o Py ={vi,v2,...,un} : N éléments de la SFD de dimension m® +m® tels que vy, (1 : m(l)) représentent les m(1)
premieres composantes de v et vg (m(l) +1:m® +m(2)) ses m(?) dernitres composantes,

o P ={u1,uz,...} : les éléments de la SFD de dimension 1 tels que u;,.;, = {ui;, w41,y },
o 70— (Zm 700

n,1’“n,2°""

. 7Z’I(Li)]\]> : les états des N chaines en parallele de la stratégie ¢ € {1,2} et ng) (1:m) les m premiers

états de Zsf), Lorsqu’on note Zsf) (1:m)=¢n (Z,(fil (1: m),ull:(ll+m,1)) cela signifie que pour tout k € {1,2,...,m},

Zf;’)k =¢n (Z(ill’kvull-%—l) avec ¢ la fonction définie en ,

n
° ZE;)) = (Z:z)(lyzf(z)@)""’Z:Li,)(N)> : les éléments de ng) triés par ordre croissant par rapport aux instants de saut,
St 3 (1) (1) : (2) (1)
c’est-a-dire Z”%(ll) < Zn,(b) si Tn,(h) < Tn,(lz) Vi, la.

On a alors les étapes suivantes :

Initialisation de la stratégie 1

° Zél) = (Zé}l),ZéylZ),...,Zé‘l])\,) tels que Z((),IIZ =f (vk (1 : m<1))) pour tout k € {1,2,...,N}

e Tri des chaines suivant les instants de sauts, on obtient Zéé;
o m<+— Zszl 1 (M <ry le nombre de chaines n’ayant pas encore atteint 7
0,k

et réétiquettage des chaines Zél) — ZE(I)i

e n<+— 1,01 +—1
Tant que toutes les chaines n’ont pas atteint T, c’est-a-dire tant que m # 0
e Simulation de ’étape suivante des chaines qui n’ont pas atteint 7

z) (1:m)=¢n (Zm (1:m),uy :l1+m—1) etli«—Uli+m

n—1

)

(1 €]
(n)

et réétiquettage des chaines ZS) — Z(n)

e Tri des chaines suivant les instants de sauts, on obtient Z
e m<— 211571 l{T(l) < le nombre de chaines n’ayant pas encore atteint 7
- n,k =7

e n<—mn+l1

A Tissue de cette boucle, toutes les chaines ont atteint 7 et on peut a présent initialiser la stratégie 2. Cette initialisation dépend
des états des composants dans la stratégie 1 a 'instant 7 et de I'investissement réalisé. On obtient alors :

Initialisation de la stratégie 2

o z? = (zg,?,zgzg,...,

Z(()QJ)V) tels que Z(()le = fZ(l) (vk (m(l) +1:m@® +m(2))) pour tout k € {1,2,...,N}
' ’ N

On construit la chaine couplée Z = <Z§\1,21) ,z(()Q)) = ((ZJ(\;()U 1,Z(§?1)> ey (Z(l) N,Zéi{,)) qui lie les chaines ayant un méme
historique dans les deux stratégies. Pour simuler la chaiTne, couplée Z, on va s{ﬁvre les étapes de l’algorithme sans 1’étape
de l'initialisation en remplagant 7 par ¢. Dans un premier temps, on va simuler la stratégie 1 jusqu’a ’horizon de temps ¢.
Nous gardons la valeur finale de [; car cela nous permet d’utiliser les termes suivants de la SFD Pj. Ainsi, les éléments de la
chaine couplée Z seront triés par ordre croissant sur les instants de sauts de la chaine dans la stratégie 1. Lorsque toutes les
chaines en paralléle ont atteint ’horizon dans la stratégie 1, la stratégie 2 est & son tour simulée jusqu’a ’horizon en utilisant les
éléments suivants de la SFD P;. Les deux stratégies peuvent étre simulées 'une apres ’autre grace a ’hypothése d’indépendance
conditionnelle de leur évolution sachant ’état des composants et du stock a 'instant 7. Les éléments de la chaine couplée Z
seront triés par ordre croissant par rapport aux instants de sauts de la stratégie 2 jusqu’a ’horizon t. Toutes les chaines ayant



ainsi atteint I’horizon dans les deux stratégies, la VAN sera estimée en effectuant la différence des cotits des éléments de la chaine
couplée Z.

Les méthodes QMC et AQMC ne permettent pas d’estimer d’intervalles de confiance des estimations. Pour ce faire nous avons
recours a des versions randomisées de ces méthodes.

5 Les méthodes de randomisation

Partant d’une SFD, les méthodes de randomisation consistent & construire des suites aléatoires qui respectent deux propriétés :

e chaque point de la suite doit avoir une distribution uniforme sur [0, 1]d
e la régularité des points doit étre préservée (au sens de la discrépance).

Il existe plusieurs techniques permettant de randomiser les SED. Nous présentons ci-dessous celle dont nous nous servons dans
nos exemples numériques, d’autres se trouvant dans (Lemieux, 2009). La méthode dite "Random shift” est la plus facile & mettre
en ccuvre. Elle consiste a rajouter la méme loi uniforme a tous les éléments de la suite et & prendre la partie fractionnaire de la
somme. Plus précisément, nous considérons Py = {ul,...,uN;ui €10, I]d} un ensemble de points d’'une SFD de dimension d

et Py = {ﬁl,...,ﬁN;ﬁi €0, l}d} sa version randomisée. Soit v = (v1,...,vq) ~U ([O,I]d) , alors :
u; = (u; +v) modl

Les éléments de Py permettent alors d’avoir une estimation de la quantité recherchée (par exemple I’espérance de la VAN). La
variance et les intervalles de confiance sont estimés sur les J estimations obtenues en effectuant J randomisations indépendantes
des éléments de Py. Les méthodes RQMC et RAQMC, respectivement les versions randomisées des méthodes QMC et AQMC,
dépendent alors de deux parameétres : le nombre de termes de la SFD et le nombre de randomisations indépendantes.

Résultats numériques

6 Exemple d’un parc fictif

On considére m composants indépendants et identiques de loi de Weibull( A =60, 8 = 3). Les composants ont un stock commun
de pieces de rechange. Ils sont neufs a I’état initial et I’horizon de ’étude est de 60 ans.

Définition 1 La fonction de répartition d’une loi de Weibull de paramétres X et 3, noté W (X,8) est donnée par :

F(z)= (1—67(%)6) X 1{z>0}

6.1 Stratégies & comparer

Les deux stratégies & comparer sont :

e La stratégie 1 (stratégie corrective ou stratégie de référence)
Elle consiste & remplacer un composant en panne par un composant neuf lorsqu’une piece de rechange est disponible.
Lorsque le stock est vide, le composant en panne devient indisponible.

e La stratégie 2 (stratégie préventive ou stratégie a évaluer)
Elle consiste a remplacer préventivement tous les composants par des composants neufs a 'instant 7 = 20 et a effectuer

des remplacements correctifs.

6.2 Logistique de stock

Le stock a l’instant initial est de 1. Le stock de piéces de rechange n’est utilisé que pour des remplacements fortuits : il s’agit
donc d’un stock de sécurité. A chaque défaillance, une commande est lancée (gestion par point de commande). Le cotlit d’achat
d’une piéce de rechange est facturé au moment de la commande et la durée d’approvisionnement est de 1 an.

6.3 Données économiques

Le taux d’actualisation continu utilisé est de o = 7.5%. Si on note C' un coiit & l'instant ¢ alors le colit actualisé & I'instant 0
est: C'xe~ ', Le colit d’indisponibilité quotidien par composant est c;,,q = 160. Le remplacement correctif d’'un composant
induit un cotit ¢, =190, hors achat de piece de rechange. Le remplacement préventif est facturé a c, = 190, hors achat de piece
de rechange. Le prix d’achat d’une piéce de rechange est c4 = 500.

L’objectif est d’évaluer la distribution de la VAN sur un horizon de 60 ans par les différentes méthodes précédemment présentées.

7 Comparaison des méthodes par ’erreur relative

Nous allons comparer tout d’abord les méthodes QMC et AQMC entre elles par rapport & leur erreur relative sur la valeur de
référence de la VAN moyenne et de la loi de VAN a I’horizon ¢. Ensuite, nous les comparons a la méthode MC sur leurs versions
randomisées. Cette comparaison est faite via ’erreur moyenne commise sur la VAN moyenne et sur la loi de VAN a 'instant ¢
par les méthodes R(A)QMC et la méthode MC.



7.1 Erreur relative sur ’espérance de la VAN 3 l’horizon de temps t

Soient p = E[V AN (¢t)] Pespérance de la VAN & l’horizon de temps t que l'on souhaite évaluer et f = %ZilVANi (t)
Pestimation de p par les méthodes (A)QMC. On définit ’erreur relative commise sur ’espérance de la VAN par :

A—p ’
o
Pour comparer les méthodes aléatoires (MC et R(A)QMC), on évalue Perreur relative moyenne sur J simulations (resp. ran-

domisations) indépendantes de la méthode MC (resp. (A)QMC). Onac; = ‘ ﬂju_“ ou fij =+ Z VAN (t) est Destimation

e=|

de p obtenue & la j%¢"¢ simulation de la méthode MC ou randomisation de la SFD dans les méthodes (A)QMC. L’erreur relative
moyenne sur l’espérance de la VAN se définit alors par :

k\*—‘

=

7.2 Erreur relative sur la loi de VAN (%)

On considére un ensemble I = {a1,a2,...,an; } de ny valeurs possibles de la VAN (t) tel que a1 < az <--- < an; et P(VAN(t) < an;)—

=aj aj

pPd P
P(VAN(t) < a1) soit proche de 95%. On note €q; = w avec PVAN(t) =P(VAN(t) <aj) et PVJAN(t)
VAN ()
% Zf\jzl 1{VAN7;(t)§a_7»} I'estimation de PVAN(t) par les méthodes (A)QMC. €a; Teprésente l'erreur relative commise au point

a; sur la fonction de répartition de la VAN (t). On définit I’erreur relative sur la loi de VAN (t) par :

nr

Szn—IIZeaj

j=1

Pour évaluer I’erreur moyenne sur la loi de VAN (t) par les méthodes R(A)QMC et la méthode MC, nous effectuons, comme
dans le cas de la VAN moyenne, J simulations de la méthode MC ou randomisations de la méthodes (A)QMC et on obtient :

J
= 1
=325
j=1
ot & est l'erreur commise sur la loi de & la j%*™¢ simulation de la méthode MC ou randomisation des méthodes (A)QMC.

8 Cas i quatre composants

Nous présentons ici les résultats obtenus en considérant quatre composants indépendants ayant un stock commun. Les valeurs
de référence sont obtenues en réalisant N = 108 simulations de la méthode MC. Nous remarquons sur la ﬁgureque les méthodes
QMC et AQMC estiment bien la distribution de la VAN & 60 ans. L’erreur relative sur la loi de la VAN est de lordre de 10~3
a N =219 =524288. Lorsque l'on évalue Pespérance de la VAN & 60 ans, la convergence des méthodes est plus rapide. En
effet, 'erreur relative sur 1’espérance de la VAN devient inférieure & 10~* & partir de N = 212 = 4096 pour atteindre 10=6 &
N =220 =1048576. Lorsqu’on observe leurs versions randomisées sur la figure [5} nous remarquons une convergence plus rapide
des méthodes de quasi Monte-Carlo par rapport a la méthode MC. Pour J = 500 simulations ou randomisations indépendantes,
nous pouvons voir sur cette figure que pour une erreur relative sur espérance de la VAN de 10~3, nous avons besoin de N = 28
réalisations des méthodes QMC et AQMC et de N = 214 = 16384 simulations de la méthode MC. Cela signifie que, pour obtenir
ce niveau de précision sur ’évaluation de Pespérance de la VAN, les méthodes QMC et AQMC nécessitent 26 = 64 fois moins de
trajectoires que la méthode MC. Nous pouvons aussi remarquer que la pente des méthodes R(A)QMC est plus forte que celle
de la méthode MC. Ainsi, plus on aura des points, plus le facteur de gain des méthodes (A)QMC par rapport & la méthode MC
sera grand. L’erreur moyenne sur la loi de la VAN des méthodes R(A)QMC reste aussi inférieure & celle de la méthode MC.

9 Cas a dix composants

Dans le cas de dix composants, nous avons évalué N = 10% simulations pour obtenir les valeurs de référence. Sur la figure @
nous remarquons une bonne estimation de I’espérance de la VAN et de la loi de la VAN par les deux méthodes déterministes
avec une erreur relative qui converge bien vers 0. Toutefois, la méthode QMC rencontre des problémes de place mémoire. En
effet, la dimension de la SFD est liée au nombre de sauts de la chaine de Markov, qui dépend du nombre de composants. Ce
qui entraine donc une augmentation de la dimension de la SFD de la méthode QMC nécessaire pour évaluer la distribution
statistique de la VAN. On se retrouve ainsi face & des problémes de place mémoire & partir de N = 218 = 262144, ce qui n’est
pas le cas de la méthode AQMC car la dimension de la SFD qu’elle utilise reste égale a 1. Lorsque nous comparons les versions
randomisées des méthodes (A)QMC, nous remarquons une amélioration de 'erreur par rapport a la méthode de MC pour un
méme nombre de simulations.
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Figure 4. Erreur relative sur la VAN moyenne et la loi de la VAN & 60 ans des méthodes déterministes - 4 composants

—4—MC —4—MC
——RQMC
—e— RAQMC

Moyenne de I'erreur relative sur I'espérance de la VAN
Moyenne de I'erreur relative de la loi de la VAN

10— L L L L L 104~ L L L L L
8 10 12 14 16 18 8 10 12 14 16 18

K (Nombre de termes de la SFD ou de simulations: N:ZK) K (Nombre de termes de la SFD ou de simulations: N:ZK)

Figure 5. Erreur relative sur la VAN moyenne et la loi de la VAN a 60 ans des méthodes aléatoires - 4 composants
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Figure 6. Erreur relative sur la VAN moyenne et la loi de la VAN & 60 ans des méthodes déterministes - 10 composants
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Figure 7. Erreur relative sur la VAN moyenne et la loi de la VAN a 60 ans des méthodes aléatoires - 10 composants
Conclusion

Nous avons présenté dans cet article, Iutilisation des méthodes de quasi Monte-Carlo pour évaluer la distribution statistique
de la Valeur Actuelle Nette d’une stratégie d’investissements. De maniére générale, nous observons une bonne estimation de
la loi de la VAN par les méthodes QMC et AQMC que nous avons présentées. Néanmoins, lorsque le nombre de composants
du parc augmente, la dimension de la SFD de la méthode QMC augmente. Des études théoriques (Caflisch, 1998) et quelques
applications que nous avons effectuées montrent que la méthode QMC se dégrade lorsque la dimension de la SFD augmente. En
plus de la dégradation de la méthode, on rencontre des problemes de place mémoire pour stocker les éléments de la SFD. Quant
a la méthode AQMC, la dimension de la SFD ne varie pas avec le nombre de composants du parc. Elle est donc plus adaptée a
des parcs importants de composants car elle permet d’obtenir de bonnes estimations et la dimension de la SFD reste égale a 1.
Pour une erreur fixée, nous remarquons dans les exemples que les méthodes (A)QMC nécessitent moins de simulations que la
méthode MC. Nous obtenons alors des résultats précis plus rapidement qu’avec la méthode MC.

Il ressort de cette étude que les méthodes de quasi Monte-Carlo sont adaptées pour ’évaluation de stratégies d’investissements
et plus performantes que la méthode MC. L’objectif final étant d’optimiser des stratégies d’investissements, il s’agit maintenant
de les coupler a un algorithme d’optimisation et d’évaluer la vitesse convergence des simulations des méthodes.
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